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Faz giiriiltiisii, bir dalga seklinin fazindaki ani, kisa siireli ve
rassal degisimi niteleyen bozucu etkidir. Bu ¢alismada beklenti
enbiiyiiklemesi (Expectation Maximization - EM) algoritmas: kul-
lanilarak stirekli-degerli bir enformasyon kaynagi ¢ikisinin sezim-
lenmesi ve ¢ikist etkileyen bir faz giiriiltiisiiniin kestirimi prob-
lemi iizerinde durulmustur. Faz giiriiltiisiiniin kestirimi i¢in gerekli
baslangig faz giirtiltiisii degerleri pilot simgelerden yararlanilarak
kiibik enterpolasyon yontemiyle olusturulmaktadir. Onerilen al-
goritma i¢in bilgisayar benzetimleri yapilarak kaynak sezimleyi-
cisi ve faz giiriiltiisii kestirimcisi i¢in ortalama karesel hata (Mean
Square Error - MSE) - sinyal giiriiltii oran1 (Signal to Noise Ra-
tio - SNR) basarimlari algoritmanin her bir yineleme adimi igin
sunulmustur. Ayrica, faz giiriiltiisii kestirimcisinin ortalama kare-
sel hata - pilot aralig1 basarim egrileri gesitli sinyal giiriiltii oranlar1
igin verilmistir.

Abstract

Rapidly time-varying and random disturbing effects on the phase
of a signal waveform are known as phase noise. In this paper,
we consider the problem of joint detection of continuous-valued
information source output and estimation of a phase noise by using
expectation maximization (EM) algorithm. In order to estimate
phase noise, initial phase noise values are determined by cubic
interpolation that utilizes pilot symbols. Computer simulations
are performed for the proposed algorithm and the average mean
square error (MSE) - signal to noise ratio (SNR) performance of
source detector and phase noise estimator is presented for each
iteration of the algorithm. Moreover, average MSE - pilot spacing
performance curves of phase noise estimator are given for various
SNR values.

1. Giris

Iletisim sistemlerinin algak geciren esdeger modeli goz oniine
alindiginda, aliciya ulasan karmasik degerli sinyalin zamanla
degisen genlik ve faz bilgilerinden olustugu gorilir. Bu faz
bileseni tizerindeki bozucu etkiler faz giiriiltiisii olarak adlandirtlir.
Verici ve alic1 arasindaki eszamanlama problemleri ve mobilite-
ye bagl olarak tasiyict dalga frekansindaki Doppler kaymasi
nedeniyle verici ve alict osilatorleri arasinda olusan ve za-
manla degisen faz farki, faz giiriiltiisiiniin temel nedeni olarak
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degerlendirilebilir. Bu durum, iletilen sinyalin geri kazanimi igin
tastyic1 fazinin bilinmesi zorunlulugu nedeniyle, alici tarafinda
ozellikle sinyalin demodiilasyonu sirasinda ¢ok biiyiik bir prob-
lem olusturmaktadir.

Bu problem simdiye kadar birgok calismada detayli bir
sekilde incelenmis ve faz giiriiltiisti kestirimi i¢in degisik algo-
ritmalar Onerilmistir. Bu ¢alismalardan bazilari faz giiriiltiisiiniin
faza kilitli ¢evrim (Phase Locked Loop - PLL) ilkesine gore
Kalman siizgeci ile ¢alisan bir geri besleme algoritmasi ile kesti-
rilmesi [1, 2], faz giiriiltiisiinlin gézlem aralig1 i¢inde parga parca
sabit oldugu varsayilarak geleneksel ileri besleme algoritmasiyla
kestirilmesi [1, 2, 3], ve Markov-tipi faz giiriiltiisii kestirimi i¢in
carpimsal ¢izge (factor graph) yontemi kullanilmasi [4] olarak
Ozetlenebilir. Fakat geri besleme kestirim algoritmasi genellikle
uzun bir zaman araliginda gergeklesebildigi i¢in cogusmali iletime
(burst transmission) uygun degidir. Markov-tipi kestirim yontemi
ise bir hayli yavas kalmakta ve ayrica alicida faz giiriiltiisii istatis-
tikleri hakkinda ayrintili bilgiye sahip olundugunu varsaymak-
tadur.

Bu calismada faz giiriiltiisinden etkilenen siirekli-degerli
veri iletimi igin optimal bir faz giriiltiisit kestirim algorit-
mast Onerilmistir.  En genel anlamda bilinmeyen 6 parametre
vektoriiniin kestirimi i¢in bir iletisim sisteminin alic1 girisinde elde
edilen asagidaki gibi bir gézlem iligkisini g6z oniine alalim:

y=F(s,0)+w

Burada, y gozlem vektoriinii, s iletilen veri vektoriinii ve w
is toplamsal Gauss giiriiltiisii vektoriinii gostermektedir. 6
vektorliniin  enbilyiik olabilirlik (Maximum Likelihood - ML)
yontemine gore kestirimi, p(y|0) = FEs[p(y|s, )] olabilirlik
fonksiyonunun @’ya gore enbiiyiiklenmesi temeline dayanmakta
ve matematiksel olarak soyle tanimlanmaktadir,

Our = arg maxp(y|6) = arg max E.[p(y|6, s)]. (1)

(1) iliskisinden de goriilebilecegi gibi, enbiiyiik olabilirlik kesti-
rimi iki temel adim sonucunda gergeklesir. 1) Olabilirlik fonksi-
yonunun belirlenebilmesi i¢in, s veri vektorii iizerinden bir is-
tatistiksel ortalama alinmasi; genellikle analitik olarak bu ortala-
manin almmasinda biiyiik giicliiklerle karsilagilir. 2) Bilinmeyen
0 vektori tizerinden olabilirlik fonksiyonunun enbiiyiiklenmesi.
Olabilirlik fonksiyonunun dogrusal olmayan bir yapida olmasi ne-
deniyle, bunun 0’ya gore analitik olarak enbiiyiiklenmesi genel-
likle miimkiin degildir.
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Bu gibi durumlar igin yinelemeli yapida giiclii bir istatistik-
sel arac olan beklenti enbiiyiiklemesi (Expectation Maximization-
EM) algoritmasina dayali faz giiriiltiisii kestirimi uygulanabilir bir
¢6ziim saglamaktadir. iletisim sistemlerinde birgok degisik prob-
lemin [5, 6, 7, 8] ¢dziimil igin kullanilan EM algoritmasi, kes-
tirim problemlerinde kullanilan 6nemli algoritmalardan biri olma
6zelligini hala korumaktadir. 2. béliimde sistem, sinyal ve faz
giirtiltiisii modelleri tanimlanmaktadir. EM tabanli faz giiriiltiisti
kestirim algoritmasi 3. boliimde ortaya konulmus ve faz giiriiltiisti
kestirimcisinin ortalama karesel hata (OKH) bagarimi bilgisayar
benzetimleriyle 4. boliimde incelenmistir. Onerilen algoritmaya
iligskin elde edilen sonuglar 5. bolimde 6zetlemistir.

2. Sistem Modeli

Bu ¢alismada, toplamsal beyaz Gauss giiriiltiili (AWGN) kanal
iizerinden iletilen ve faz giiriiltiisinden etkilenen N adet veri
iceren bir veri blogu gdz oniine almmustir. Sistemi etkileyen faz
giirtiltlisii ayrik-zamanli bir Wiener siireci ile

0(n) O(n—1)+u(n), n=0,1,--- ,N-1,
0(—1) 0, (2)
bi¢iminde modellenmektedir. Bu iliskide w(n), ortalamas: sifir,

varyansi o2 olan istatistiksel bagimsiz Gauss rassal degiskenlerini
gostermektedir. Alict girigindeki sinyal modeli ise

y(n) = &*™s(n) +w(n), n=0,1,--- ,N-1,

3)

bi¢iminde tanimlanmaktadir. (2) ve (3) modelleri vektorel olarak
asagidaki gibi ifade edilebilir,

6 = Gu

y = PYs+w. 4)
Burada,
y = [y0),y(1), -y -1,
s = [s(0),s(1),-- ,s(N-1)]" ~ cN(sp,=¥),
6 = [0(0),0(1), - ,0(N—1]" ~ N(0,Zg),
u = [u(0),u(l), -, u(N—-1)]" ~ CN(0,021x),
w = [w(0),w(), -, wN-1)]" ~ CN(0,NoIn),
sirastyla alinan sinyal vektorii, kaynak sinyali vektorii, faz-

giiriiltii vektorii, Wiener faz-siire¢ giiriilti vektorii ve iletim
kanalinin toplamsal beyaz giiriiltii vektoriidiir. Iy ise N x N
boyutundaki bir birim matrisi gostermektedir.  Ayrica, n
[€790) 10 .. e(N=IT glarak tammlansin  ve  diag(-)
operatoriide verilen bir vektorden kdsegen bir matris elde etme
islevini gostersin. Bu durumda ¥ = diag(n) olarak elde edilir.
(4) modelindeki G matrisi asagidaki gibi olmaktadir,

10---0
10

G=| .. 5
o (5)
1.--11

ve buna bagli olarak faz giiriiltii vektoriiniin kovaryans matrisi,

111 1
122 . 2

$9=0.GG" =52 |1 2 3 3 6)
1 2 3 N

olarak hesaplanmaktadir. Ayrica kaynak sinyali vektoril s,
SP(n) , N E {O7A72A7 7(P_1)A}

- {sd(n) , diger
n=01,---,N—1

s(n)
(M

olacak sekilde pilot ve veri vektorlerinin toplami yani s = s, +
84 olarak elde edilmektedir. Burada A, pilot araligini ve P de s
vektorii i¢indeki pilot sayisini gostermektedir.

3. EM Tabanh Faz Giiriiltiisii Kestirim
Algoritmasi

Beklenti enbiiyiiklemesi (Expectation Maximization-EM) al-
goritmasi, saptanamayan gizli degiskenlere bagli olan olasilik
yogunluk fonksiyonlarina ait parametrelerin enbiiyiik olabilirlik
kestiriminde kullanilan yinelemeli bir algoritmadir.  Algo-
ritma sirastyla beklenti ve enbiiyiikleme olarak adlandirilan iki
adimdan olugsmaktadir.  Beklenti adiminda mevcut modeldeki
gizli degiskenlerin dagilimlarina gore logaritmik olabilirlik
(log-likelihood) fonksiyonunun beklenti degeri hesaplanmaktadir.
Enbiiyiikleme adiminda ise logaritmik olabilirlik fonksiyonunun
beklenti degerini enbiiyiikleyen parametre igin yinelemeli bir
giincelleme kurali elde edilmektedir. Algoritmanin bu adimlari
asagidaki gibi detaylandirilabilir,

A) Beklenti-Adimi: Algoritmanin Beklenti Adimi asagida
verilen fonksiyonu hesaplamaktadir,

Q(6816") = Es{lnp(8ly, s)|y, 0" }. ®)

Burada, FEs{.} s’ye gore beklenen degeri gostermektedir.
ilerideki Enbiiyiikleme Adimi'nda @’ya gére enbiiyiikleme ya-
pacagimizdan, 0’ya bagli olmayan terimler atilarak

Inp(0ly, s) ~ Inp(y|0, s) + Inp(H), ©

seklinde degistigi sonucuna varilir. (9) denklemi (8)’de yerine
konuldugunda Q(0|6) fonksiyonunun

Q(616")) ~ Es{lnp(y|6, s)ly,0"} +np(6)  (10)

oldugu goriilmektedir. (10)’daki ifadenin sag tarafindaki beklenti
degeri, (4)’deki alman sinyal modeli kulanilarak ve yine 6’dan
bagimsiz terimler atilarak,

i 1 i iyt
Es{lnp(y|6,s)|y,0"} ~ N [y euy +pg iy 1)

bi¢iminde elde edilir. Burada ,,Lf;'), verilen bir 8% icin s
vektoriiniin sonsal beklenti degerini gostermektedir ve

E{sly, 0"}
1
Ny

DRSO i
= 5+ 2PV (y-0s) (12

olarak ifade edilmektedir. Bu ifadedeki z:f;'), verilen bir 8 igin
s vektoriiniin sonsal kovaryans matrisi olup

=y

E{ss'|y,0}

1 —1
= <IN + 29) (13)

575



S1U2010 - IEEO)

olarak elde edilmektedir. Ayrica, 3Xg’, s vektoriiniin &nsel
kovaryans matrisini gostermektedir.  (4) denkleminde 6@
N(0, 3 g) oldugu ve g matrisininde (6)’da verildigini akilda tu-
tarak 6’nin logaritmik olasilik yogunluk fonksiyonu

~

np(6) ~07%,'6 (14)

seklinde ifade edilir. Son olarak, (11) ve (14) denklemlerini
(10)’da yerine yazarak Q(6]0*)) fonksiyonu

i 1 i it —
QO10) ~ -y Ty’ + g Wy - 07550 (1)
olarak elde edilir.

B) Enbiiyiikleme-Adimi:  Algoritmanin Enbiiyiikleme-
Adimr’nda (8)’deki logaritmik olasilik yoguluk fonksiyonunun
beklenti degeri, kestirilmek istenen 0’ya gore asagidaki gibi
enbiiyiiklenerek faz giiriiltiisii kestirimi igin giincelleme kurali or-
taya konulmaktadir.

Uty = argmeaxQ(Ow(i)) (16)

(15)°de elde edilen Q(8|0")) fonksiyonu asagida goriildiigii gibi
0’ya gore enbilyiiklenir :

9Q(0]6")
26

()

—Nio Im [diag(y” © pg) ]

0-9G+D )n

—92 261 0(i+1)

=0. a7

Burada (-)* kompleks eslenik operatorinii ve © eleman-

eleman carpimi gostermektedir. Ayrica, 'r/(i“)

[eje(iﬂ)(o), eje(iﬂ)(l), e ,eje(iﬂ)(N*l)]T olarak tanimlidir.

Genel olarak |f(n)] < 1 olmasi nedeniyle 6(n) igin

n(n) = €% fonksiyonunu g(n)’de Taylor serisine agarak

ve agtlimun ilk iki terimini alarak, n(n) fonksiyonunun asagida
goriildiigi gibi

0 p=0,1,--- ,N—1
ejg(n) +3 [O(n) _ A(n)]ejg(n)

[1— j8(n)]e®™ + jei?™ g(n),

n(n)

IR

(18)

dogrusal yaklagimi elde edilir. Bu yaklagimda 6(n) = 011 (n)
ve §(n) = 0 (n) alarak ve a9 (n) = [1 — ;09 (n)]eje(i)(”),
b(“(n) = jeje(i)(") tanimlari verilerek, (18) denklemi agagidaki
gibi yeniden diizenlenir:

n(iﬂ)(n) o a(i)(n) + b(i)(n) 9(i+1)(n). (19)

a@ = [@?(0),a® (1), ,a(N — 1)]T ve b =
b (0),5D (1), , 6N — 1)]T tammlar: verilerek, (19)
esitligi vektdr boyutunda asagidaki gibi elde edilir:

n(Hl) ~aq® 4 diag(b(i)) PG (20)

(20) denklemi (17) denkleminde yerine konulup ¢oziildiigiinde,
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faz giiriiltiisii kestirimi igin giincelleme kurali agsagidaki gibi bu-
lunur: L
@,

0(i+1) _ _T(’i) (21)

Burada 7" matrisi ve v¥ vektdrii

) ) ) -1
T = (Im(diag(y” © u§ ©b)] + NoZg')
v =Tm [diag(y™ ® ug)) a(i)} (22)
olarak tanimlidir.

C) ilk Degerlerin Belirlenmesi : Alicida pilot simge konum-
larindaki faz giiriiltiisii degerleri su sekilde hesaplanmaktadir,

0 (n) = arg(—y(n)

sp(n)

Faz giiriiltiisiiniin veri konumlarindaki ilk degerleri (23)’de elde

edilen pilot konumlarindaki ilk degerlerinin kiibik enterpolasyonu
yardimiyla belirlenmektedir.

), ne{0,A,2A, - (P—1)A}. (23)

4. Benzetim Ornegi

Bu boliimde, onerilen algoritmanin, faz giiriiltiisii kestirimcisi ve
kaynak sinyali sezimleyicisinin OKH basarimlart bilgisayar ben-
zetimleriyle ortaya konulmustur.

Sekil 1’de faz giiriiltiisii kestirimcisinin OKH basarimu, tiirlii
sinyal giirtiltii oran1 (SGO) degerleri igin, pilot aralig1 4 ve iletilen
veri adeti 256 segilerek gosterilmistir. Sekilden de goriilebilecegi
gibi hata oran1 birinci yineleme adiminda dnemli dl¢iide azalmus,
her yinelemede azalma gostererek 4. yinelemede bir hata sinirina
azalarak yakinsamustir. Ayrica beklendigi tizere SGO degerinin
artmastyla hata oraninin azaldig1 goriilmektedir.

Sekil 2’de kaynak sezimleyicisinin OKH basarimi
gosterilmistir. Burada da yineleme sayisina karsin hata
oranindaki diigiis agik¢a goriilmektedir. Hata oran1 SGO oraninin
artmasiyla azalmakta ve gene 4. yinelemede belirli bir hata
sinirina azalarak yakinsamaktadir.

Sekil 3°de ise faz giiriiltlisii kestirimcisinin OKH basarimi
tirli pilot araliklart kullanilarak 3 farkli SGO degeri igin
gosterilmistir. Sekilden pilot araliginin fazla segilmesinin sistemin
basarimini olumsuz yonde etkiledigi acik olarak goriilmektedir.
Ayrica, pilot araliginin 8’den biiyiik degerleri i¢in, hatanin daha
dogrusal bir artis sergiledigi gozlenmektedir.  Buradan, pi-
lot araliginin en fazla 8 segilmesinin uygun oldugu sonucuna
vartlmaktadir.

5. Sonuglar

Bu ¢alismada, kaynak sezimlemesi ve faz giiriiltiisii kestirimi i¢in
EM tabanli bir algoritma 6nerilmis ve elde edilen analitik sonuglar
bilgisayar benzetimleriyle desteklenmistir. Yinelemeli bir algo-
ritma olan EM algoritmasinin her bir yinelemede, dzellikle diisiik
SGO degerlerinde, OKH iizerindeki azaltic1 etkisi gdsterilmistir.
Ayrica, faz giiriiltiisii kestirimcisinin secilen pilot araligia bagl
OKH basarim1 incelenmis ve bu sistem igin optimal bir pilot
aralig1 belirlenmistir.
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Faz Gurultist Kestirimcisi icin OKH

Sekil 1: Faz Giiriiltiisii Kestirimcisinin OKH basarimi, N = 256,
o =3° A =4
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T
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Ss —4. yineleme

Kaynak Sinyali Kestirimcisi igin OKH

10

15
SGO (dB)

Sekil 2: Kaynak Sinyali Sezimleyicisinin OKH basarimi, N =
256, 0, = 3°, A = 4.
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