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Ozetce — Sikistirilmis algillama, ilgilenilen isaretin seyrek
olarak tanimlanabildigi tabanda tiim Nyquist 6rneklerinin alin-
masl yerine daha az sayidaki dogrusal izdiisiimleriyle dogru
bir sekilde geri olusturulabilecegini gosteren teoridir. Bu cals-
mada, sikistirllmis algilama tabanh temel geri olusturma yon-
temlerinden taban arayisi, uyumlu arayis, dik uyumlu arayis
ve sikistirmali orneklemeli uyumlu arayis incelenmis ve per-
formanslar1 degisik isaret giiriiltii orami, seyreklik ve ol¢iim
sayist parametrelerine gore ortalama karesel hata cinsinden
karsilastirilmistir. Buna ek olarak, yontemlerin kestirim perfor-
manslarmin ne dlciide iyi oldugu teorik alt simirlarla (Cramer-
Rao alt simir1 ve deterministik en alt ortalama karesel hata)
desteklenmistir. Kestirim performanslar1 goz oniine alindiginda
seyreklik parametresi disinda sikistirmal érneklemeli uyumlu
arayls yontemi en iyi sonucu vermistir.

Anahtar Kelimeler— sikigtirinis  algilama, aggozlii algorit-
malar, Cramer-Rao alt sinir

Abstract— Compressed sensing theory shows that any signal
which is defined as sparse in a given domain can be reconstructed
using fewer linear projections instead of using all Nyquist-rate
samples. In this paper, we investigate basis pursuit, matching
pursuit, orthogonal matching pursuit and compressive sampling
matching pursuit algorithms, which are basic compressed sensing
based algorithms, and present performance curves in terms of
mean squared error for various parameters including signal-to-
noise ratio, sparsity and number of measurements with regard
to mean squared error. In addition, accuracy of estimation
performances has been supported with theoretical lower bounds
(Cramer-Rao lower bound and deterministic lower mean squared
error). Considering estimation performances, compressive sam-
pling matching pursuit yields the best results unless the signal
has a non-sparse structure.

Keywords— compressed sensing, greedy methods, Cramer-Rao
lower bound

I. GIRIS

Son yillarda, o6zellikle haberlesme sistemlerinde alinan
isaretin iglenmesinde tiim Nyquist 6rneklerinden yararlanmak
yerine daha az 6rnek kullanan ve boylelikle alicinin devre kar-
masikli§in1 azaltmasinin yaninda enerji verimliligi de saglayan
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sikigtirtlmig algilama (SA) [1], [2], tabanli yOntemlere ilgi
artmigtir. SA teorisi, seyrek olarak tanimlanabilen isaret veya
gorlintiilerin aliciya gelen orneklerinin tiimiiniin kullanilmasi
yerine, alinan isaretin bir rastgele ol¢lim matrisi lizerine yan-
sitilarak daha az dogrusal 6lciim 6rnekleri yardimiyla yiiksek
olasilikla geri olusturulabilecegini sdyler. Seyrek isaretlerin SA
teorisi kullanilarak geri olusturulmasi, alicinin daha az 6rnek
islemesi anlamina geleceginden enerji verimli olarak calis-
masint yani daha diisiik gii¢ tiikketmesini ve alici tasarimlarinda
devre karmagikligiin azaltilmasini saglar.

En temel sikigtirilmis algilama yontemleri arasinda Taban
Arayist (Basis Pursuit, BP) [3], Uyumlu Arayis (Matching
Pursuit, MP) [4], Dik Uyumlu Arayis (Orthogonal Matching
Pursuit, OMP) [5] ve Sikistirmali Orneklemeli Uyumlu Arayis
(Compressive Sampling Matching Pursuit, CoSaMP) [6] al-
goritmalar1 bulunmaktadir. Taban arayig1 yontemi ¢;-normuna
gore kiigiiltme (¢1-minimization) yapan bir digbiikey eniyileme
yontemidir. Uyumlu arayis algoritmasi, seyrek isareti artik
(residual) vektorler olugturarak yinelemeli olarak geri olusturur
ve acgozlii (greedy) olarak adlandirilan yontemlerin en temel
olanidir. Dik uyumlu arayis ise uyumlu arayis yontemine diklik
prensibinin uygulanmasiyla daha da gelistirilen bir yinelemeli
algoritmadir. Sikistirmali 6rneklemeli uyumlu arayis yontemi
benzer diisiincelerle ortaya cikarilmig, SA teorisi ile uyumlu
aray1g yonteminden birlikte yararlanan bir geri olusturma yon-
temidir.

Seyrek igaret geri olusturma basarimi seyreklik seviyesi,
sikigtirma orani (kullanilan 6l¢iim sayisiyla dogru orantili
olarak degisen) ve iletisim ortamindaki giiriiltii giiciine bagl
olarak degisen isaret giiriilti oram1 (IGO) gibi etkenlere
baghdir. [7]’de OMP, CoSaMP, Yinelemeli Sert Esikleme (It-
erative Hard Thresholding, IHT) ve Lipschitz Yinelemeli Sert
Esikleme (Lipschitz Iterative Hard Thresholding, LIHT) algo-
ritmalarinin farkli test ortamlarinda bagarim karsilagtirilmasi
yapilmistir. Bu ¢alismada ise [7]’den farkli olarak giiriiltiiyle
bozulmus ornekler icin OMP ve CoSaMP ile birlikte BP
ve MP’nin de seyreklik ve oOlcim sayisi parametreleri al-
tinda bagarim sonuglar1 ve algoritmalarin hesaplama karmagik-
Iiklart verilmigtir. Ayrica, kestirim basarimlarinin ulagabile-
ce8i en iyi seviyeyi gosteren teorik alt sinirlar da bagarim
performanslariyla bir arada sunulmustur. Bu ¢alisma, sistem
basarimini etkileyen kosullara gore secilebilecek en uygun
geri olusturma yontemini veya yontemlerini belirlemek icin
karsilagtirmal1 sonug¢lar sunmakta ve 6nerilerde bulunmaktadir.



II. SIKISTIRILMIS ALGILAMA

Herhangi bir s € RV isareti ¥ tabaninda
N

s = Zxﬂ/h' veya s = Ux (D)

i=1

bigiminde yazilabilir. Burada, {¢;}};, R®Y uzayinda N ta-
ban vektorii kiimesini ve ¥ € RV*N taban vektorlerinin
olusturdugu taban matrisini gostermektedir. x € RV, z; =
(s, ;) lerden olusan i¢ ¢arpim vektoriinii belirtmektedir. x =
[#1,22,...,2n5]T vektori K << N kosulu alinda K tane
sifir olmayan elemana sahip ve M < N olmak iizere ol¢iim
matrisi ® € RM*N olsun. ® matrisinin satir vektorlerinin ¥
matrisinin siitun vektorleriyle iliskisiz oldugunu varsayalim. s
vektorii 6l¢lim matrisi @ {izerine yansitilarak daha az 6rnekli
bir grup Slgiim y € RM elde edilebilir (isareti bozan giiriiltii
gibi bagka bir isaretin olmadig1r durum):

y = ®¥x 2)

olur. Gergekei sistemlerde, ortamda toplamsal beyaz Gauss
giiriltiisii iletilen isareti bozmaktadir. Bunun sonucunda,
n € RM giiriilti vektorii olmak iizere sikigtirlmis Slgiim
vektorii

y=®x+n 3)

seklinde elde edilir. Burada, problem coziimiindeki genel-
lik bozulmadan, literatiirdeki diger caligmalarda oldugu gibi
® =1 varsayilmistir. Sistem modelinin tanimlanmasindan
sonra seyrek isareti, eldeki Ol¢iimlerden yararlanarak geri
olusturan yontemler alt boliimlerde detayl bir sekilde anlatila-
caktir.

A. Taban Arayist

Taban Arayisi, dogrusal olmayan programlama ile ¢oziile-
meyen problemlerde digbiikey eniyileme yontemini kullanir.
Digbiikey eniyileme yaklagimlarindaki temel amag, ¢g-norm
problemini daha islenebilir hale getirmektir. Bunun i¢in daha
acik bir yaklasim olan ¢o-norm kullanilabilir. Fakat ¢5-norm
kullannmi da acik bir yaklagim olmasma ragmen seyrek
degildir ve sistemin hata basarimi oldukca kotiidiir.

En bilinen digbiikey eniyileme yaklagimi fp-norm yerine
£1-norm kullanilmasidir. [3]’te ¢;-normunun lineer programla-
mayla ¢6ziimii sunulmustur:

% = arg min ||x||1 (|ly — ®x]||]2 < € kosuluyla). (4)

B. Acgozlii Algoritmalar

Taban arayis1 gibi digbiikey eniyileme tabanli algoritmalar
hesaplama acisindan zor ve karmasiktir. Bu sorunu ¢6zmek
icin digbiikey eniyileme tabanli olmayan acggdzlii alternatif
algoritmalar onerilmigtir. Bu geri olugturma algoritmalar yerel
olarak en iyi karar yoluyla yinelemeli olarak en uygun isaret
yaklagimini vermeye calisir ve eniyileme tabanli yontemlere
gore daha basit ve hizlidir.

1) Uyumlu Arayrg: Ag¢gdzlii algoritmalar arasinda en eskisi
olarak bilinen Uyumlu Arayis algoritmasi [4], isaret kestir-
imini eniyilemek i¢in Ol¢iim matrisi ®’nin siitunlar1 olan
o, vektorlerinde 6l¢iim vektorii y’nin seyrek gosterilimlerini
yinelemeli olarak bulmaya caligir. Yontem Tablo I'de ver-
ilmektedir. Algoritmanin ilk adimi1 vekil (proxy) tayin etmektir.
Uretilen vekil, herbir ; vektoriiniin artik vektoriiyle korelasy-
onudur ve seyrek x vektoriiniin kaba bir kestirimidir. Vekil

degerini maksimum yapan indis degeri A ile her bir yinelemede
seyrek x vektorii ve artik vektor giincellenir. Durma kriteri
gerceklesinceye kadar algoritma tekrar eder. Uyumlu arayis
algoritmasint eksik kilan durum, eger alinan isaret sozlitk
tizerinde tam olarak seyrek ifade edilmezse, herbir yinelemede
biiyiik artik degerleri iiretileceginden algoritma ayni 68eleri
toplayarak sona erebilir. Bu durum yakinsama garantisinin
olmadi81 anlamina gelir.

Tablo I: Uyumlu arayig algoritmasi

Giris Degiskenleri: y, ®
Tammlanacaklar: e, 7

Baslangi¢ Degerleri: xo = 0,ro =y,t =1
dogru iken dongiisii

_ (re—1,%4)
Av = arg max =i
N - (re—1,2x,)
X =X —_—
Ao = X+ T
o= . Tt—lx‘Pkt>SD
t= et Mox 12 T2
t=t+1

eger dongiisii
[|Ire]]2 < € veya t = T ise
eger dongiisiinii sonlandir
dogru iken dongiisiinii sonlandir
Cikt1 Degiskeni: x

2) Dik Uyumlu Arayis: Dik Uyumlu Arayis algoritmasi [5],
Uyumlu Arayis algoritmasinin gelismis bir hali olarak, hali-
hazirda bulunmus olan bilesenler hakkinda bilgiye dayanarak
seyrek x vektoriiniin kestirimini saglar. Yontem Tablo II'de
verilmektedir. Seyrek x isaretinin kestirimi, A kiimesindeki
indis degerlerine denk diisen 6l¢iim matrisi ®’nin siitunlari
tizerine Ol¢lim vektorii y’nin dik olarak izdiiglimiiyle her
bir yinelemede giincellenir. Bu adim, OMP’nin bir sonraki
yinelemede asla ayni bileseni toplamayacagi anlamina gelir.

Tablo II: Dik uyumlu arayis algoritmasi

Giris Degiskenleri: y, ®
Tammlanacaklar: e, 7
Baslangi¢ Degerleri: xo = 0,ro =y,t =1
dogru iken dongiisii

A¢ = arg max|(ri—1, ¢i)]

A=A U {)\t}

X =)y
re =y — PX,
t=t+1

eger dongiisii
[|re|l2 < € veya t = T ise
eger dongiisiinii sonlandir
dogru iken dongiisiinii sonlandir
Cikt1 Degiskeni: x

3) Stkistirmali - Orneklemeli  Uyumlu Arayis: Bir diger
onemli acggozlii algoritma olan Sikistirmali  Orneklemeli
Uyumlu Arayis [6], OMP algoritmasinin yeni bir formu olarak
onerilen bir geri olusturma teknigidir. Yontem Tablo III’te
verilmektedir.

[6]°da gosterildigi lizere, @ € RM >N simirli esolgiim sabiti

(restricted isometry constant, RIC) d2x < c olan 6l¢iim matrisi
ve y € RM giiriiltiilii 6lciim vektorii olsun. Bir dogruluk
parametresi 7 i¢in, CoSaMP algoritmas: (4)’li saglayan K-



seyrek x vektoriinii

. 1
=%l < € max{ . =l + [mlla ) 9

saglayacak gekilde geri olugturur ve burada x5, seyrek x
vektoriiniin en iyi K/2-seyrek yaklagimidir.

Tablo III: Sikistirmali 6rneklemeli uyumlu arayis algoritmast

Giris Degiskenleri: y, ®, K

Tanimlanacaklar: ¢, 7

Baslangi¢ Degerleri: xo = 0,70 =y, Ao = 0,t =1
dogru iken dongiisii

zZt = |§T7’t_1‘

Q: = supp(zt, 2K)
At = A1 UQ,
b =@y

}A(t == (bt7K)

re =y — Pa X,
t=t+1

eger dongiisii
[Ire|l2 < € veya t = T ise
eger dongiisiinii sonlandir
dogru iken dongiisiinii sonlandir
Cikt1 Degiskeni: x

Sikistirtlmig 6rneklemeli uyumlu arayis algoritmasinin en
onemli ozelligi her yinelemede seyreklik de8erinin iki kati
kadar en giiclii destek kiimesini se¢mesi ve hesaplamalar1 bu
destek kiimesi iizerinden siirdiirmesidir. Bu durum, algorit-
manin daha kisa siirede seyrek yaklasimi verecegini agiklar.
Algoritmanin eksik yam ise seyreklik degeri On bilgisine
ihtiya¢ duymasidir.

ITI. BASARIM OLCUTLERI

Bu boliimde, geri olusturma basarimlarinin nasil dlgiilecegi
ve ne ile kiyaslanacagi anlatilacaktir.

A. Ortalama Karesel Hata

Algoritma bagarimlarinin Sl¢iilmesinde ortalama karesel
hata (Mean Squared Error, MSE) kullanilir ve

OKH = —— 2 (6)
X

ifadesiyle tanimlanir.

B. Teorik Alt Sinir Degerleri

Seyrek sinyal geri olusturma icin yukarida verilen al-
goritmalar gibi bir¢ok farkli yontem kullanilabilir. Degisik
sartlarda hangi algoritmanin basarim acisindan daha verimli
oldugunu anlamak icin bazi alt sinir degerleri tanimlanmustir.
Bu alt sinirlardan biri de Cramer-Rao Alt Sinir1 (Cramer-Rao
Lower Bound, CRLB)’dir. Seyrek isaret kestirim hata varyansi
Fisher bilgi matrisinin tersiyle stnirlandirilir. Seyrek isareti geri
olusturmada CRLB, [8]’de belirtildigi gibi elde edilir:

CRLB = o2 - trace{(®%L ®x )~ '}. (7)

Bu denklemde, o2 toplamsal beyaz Gauss giiriiltiisii varyansini
belirtir ve ®x € RM*K geyrek x vektoriiniin sifir olmayan

K tane elemaninin indislerinin @ matrisinin ilgili indis deger-
lerine karsilik gelen siitunlarinin sirasiyla dizilmesiyle elde
edilen bir alt matristir.

CRLB hesabinda K x K alt matrisin tersi iglemi kolay ol-
mayan bir iglem oldugundan, [9]°da (5)’in bir yaklagimi olarak
Deterministik En Alt Ortalama Karesel Hata (Deterministic
Lower-Mean Square Error, DL-MSE) verilmistir. DL-MSE
seyrek isaret kestirilirken sifir olmayan elemanlarin yerlerinin
bilindigini varsayar ve 1GO, isaret giiriiltii oranin1 belirtmek
izere K1

ifadesi ile gosterilir.

IV. BENZETIM SONUCLARI

Bilgisayar benzetimlerinde bagsarim egrileri i¢in algorit-
malar 1000 kere test edilmistir ve bu degerler iizerinden
ortalamalar elde edilmistir. K, M ve N sirasiyla sifir olmayan
eleman sayisini, 6lclim sayisim1 ve seyrek isaretin uzunlugunu
gostermek iizere, isaret giiriiltii oranina gore degisen basarim
performanslart i¢in K=20, M=100 ve N=250 alinmistir.
Seyreklik oranina (K/N) gére degisen bagarim performanslar
icin 1IGO=20 dB, M=100 ve N=250 alimmistir. Sikigtirma
oranina (M/N) gore degisen bagarim performanslart icin
IGO=20 dB, K=20 ve N=250 alinmistir. Kullanilan seyrek
isaretlerde sifir olmayan eleman bagina birim enerji diismek-
tedir.
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Sekil 1: Isaret giiriiltii oranina gore algoritmalarin kestirim
basarimi

Sekil 1°de seyrekligin ve 6l¢lim sayisinin sabit tutuldugu
durumda (K = 20, M = 100) algoritma performanslarinin
IGO ile degisimi gosterilmektedir. Diisikk IGO degerlerinde
([0-9]dB) BP algoritmas1 diger algoritmalara oranla daha
iyi performans vermistir. Yine diisiik IGO degerlerinde MP,
OMP’ye nispeten daha iyi sonu¢ verirken IGO’nun artmasiyla
birlikte tersi durum goézlenmisgtir. Genel olarak orta ve yiiksek
IGO bolgesinde [10-30]dB degerleri i¢in CoSaMP algorit-
masinin en iyi performanst gosterdigi goriilmektedir. Teorik
alt sinirlara en ¢ok yaklagsan CoSaMP olmugtur.

Seyrek igaret geri olusturmada bir diger 6nemli parametre
seyrekliktir. Sekil 2’de IGO=20dB, M = 100 secilmis ve
seyrekligin etkisi incelenmigtir. Sekil 2°de goriildiigii iizere
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Sekil 2: Seyreklik seviyesine gore algoritmalarin kestirim
bagarim

seyreklik seviyesinin artmasiyla biitiin algoritmalarin bagarim-
larinda azalma s6z konusudur. Isaretin daha seyrek oldugu
durumlarda ise CoSaMP diger algoritmalara gore daha iyi
sonu¢ vermistir. Buradan hareketle, seyreklige karsi en fazla
hassasiyet gosteren algoritmanin CoSaMP oldugu soylenebilir.
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Sekil 3: Olciim sayisina gore algoritmalarin kestirim basarimi

Sekil 3’te dl¢lim sayisinin algoritma hata bagarimlan lize-
rindeki etkisi gosterilmektedir. Ol¢iim sayisinin ¢ok az oldugu
durumlar i¢in BP algoritmasmin bagariminin daha iyi sonug
verdigi goriiliir. Olgtim sayisinin belli bir degere ulagsmasina
kadar genel olarak biitiin algoritmalarin bagarimlarinda iyiles-
meler gozlenmektedir ve yine artan Ol¢iim sayisiyla beraber
en iyi bagarimi goreceli olarak CoSaMP algoritmasinin verdigi
sOylenebilir. Ayrica, CoSaMP yonteminin sikistirma oraninin
(M/N) %50 ve fazlast oldugu durumlar igin alt simirlara
oldukga yaklagtig1 yani iyi bir kestirim sagladig1 goriilmektedir.

Bir algoritmanin kosma siiresi, hesaplama karmagikligi
ile dogru orantilidir ve algoritmalarin hizlar1 acisindan kaba
bir tahmin sunar. Tablo IV’ten goriildiigii lizere disbiikey
eniyileme tabanli BP algoritmasinin yakinsamasi icin gecen
stire acgozlii algoritmalara gore cok daha fazladir. MP algorit-

Tablo IV: Algoritmalarin ortalama kogma siiresi (s)

IGO (dB) | BP MP OMP CoSaMP
0 0.77 003 0.04 0020
15 057 003 004 0.004
30 025 002 003 0.004

masinin OMP’den daha kisa siirede sonu¢ vermesinin nedeni,
MP’nin herbir yinelemede korelasyondan elde edilen son indis
degerine denk diisen yer icin kestirim yapmaya caligmasidir.
OMP ise her yinelemede son secilen indis kiimesi tizerinden
kestirim yapar. Diger yandan, ayn1 IGO degerlerinde en hizli
calisan algoritmanin CoSaMP oldugu, artan IGO degerinin
beklendigi gibi hesaplama siiresini azalttig1 da gézlemlenmek-
tedir.

V. SONUCLAR

Bu caligmada literatiirde bulunan seyrek isaret geri olus-
turma icin Onerilmis temel yontemlerden BP, MP, OMP ve
CoSaMP algoritmalarinin seyreklik, oOl¢iim sayist ve IGO
parametrelerine gore karsilagtirilmasi yapilmugtir. Verilen sabit
seyreklik ve ol¢tim sayisma gore IGO etkisi altinda diisiik
isaret giiriilti oranlar1 i¢in a¢gozlii algoritmalar BP algorit-
masinin verdigi performansa gore geride kalmistir. IGO’nun
artmasiyla CoSaMP algoritmasi en iyi sonucu vermistir. Bu
da orta ve yiiksek IGO icin hesaplama acisindan karmagik
olan BP yerine CoSaMP’1n kullanilabilecegini gosterir. Diger
bir durum olan seyreklik parametresine karst belirli IGO
ve Ol¢iim sayisina gore isaretin asirt seyrek oldugu durum-
larda CoSaMP’in performansi en iyi iken seyrekligin azal-
mastyla BP algoritmast diger yontemlere oranla daha iyi
performans gostermistir. Son olarak belirli seyreklik ve IGO
icin Ol¢iim parametresinin etkisi incelendiginde, diisiik 6l¢iim
sayilar1 icin BP algoritmasinin bagarimi nispeten daha iyi iken
Ol¢iim sayisinin belirli bir degere ulagsmasindan sonra CoSaMP
algoritmas1 en iyi sonucu vermistir. Sonuc¢ olarak isaretin
seyrek oldugu durumlarda daha az karmagik olmasindan dolay1
CoSaMP algoritmasi tercih edilebilir.
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